Transformations affines en précision arbitraire
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Résumé

L’utilisation de transformations affines ou linéaires — rotations, symétries, homothéties, transvections,
etc. — est une opération courante en traitement d’image. Ces transformations sont associées a des ma-
trices & coeflicients réels. Parce que les nombres flottants ne peuvent pas coder les nombres réels, mais
seulement un nombre fini de rationnels, les implantations des transformations affines ont le plus souvent
des propriétés algébriques (bijectivité, ...), topologiques (connexité, ...) et géométriques (conservation
des proportions,...) différentes des transformations qu’elles ont sensées représenter. Il est néanmoins
possible de décrire ces applications affines a I’aide d’une version constructive de ’analyse non-standard,
I'omega-arithmétisation des réels, qui ne requiert que des calculs sur les entiers. L’objet du stage est
d’étudier ’apport de cette description dans une optique de convergence multi-échelles.

Contexte et objectifs du stage

Le modéle discret de la droite réelle que nous utiliserons dans ce stage, 'Q-arithmétisation du réel, a
été étudié dans la thése d’A. Chollet [Chol0]. Il repose sur deux piliers.

— D’une part, sur les travaux de G. Reeb et J. Harthong en analyse non-standard qui ont débouché
sur un modéle discret de R connu sous le nom de droite d’Hartong-Reeb. Ce modéle, bien qu’il
postule 'existence de nombres infiniment grands, a permis a J.P. Reveillés d’établir un schéma de
discrétisation & l'origine des droites digitales utilisées aujourd’hui en géométrie discréte.

— D’autre part, D. Laugwitz et C. Schmieden ont décrit une version constructive de ’analyse non-
standard qui obtient les nombres infiniment grands sous forme de suites d’entiers appelées €2-
nombres.

L’Q-arithmétisation a été testée sur le schéma d’Euler pour la résolution des équations différentielles et
validée dans I’assistant de preuves Coq. Elle permet de calculer en utilisant uniquement des entiers et en
observant les résultats & I’échelle de précision souhaitée.

Appliqué aux transformations affines de 'espace euclidien R", I’'Q-arithmétisation de R provoque
I’apparition de suites d’applications quasi-affines, des transformations de Z™ produites par ’arrondi
d’une transformation affine rationnelle [Maz16]. Certaines propriétés de ces applications quasi-affines
ont été étudiées pour elles-mémes, indépendamment du procédé d’Q-arithmétisation, depuis plusieurs
années, principalement par M.A. Jacob - Da Col [JM16].



Le travail proposé pendant le stage comporte deux volets.

— D’un point de vue théorique, I’QQ-arithmétisation fait intervenir des classes d’équivalences de
suites de nombres entiers. Dés lors, se pose la question pratique du choix des représentants
pour obtenir une convergence controlée. Le stagiaire étudiera si les algorithmes de V. Ménissier-
Morain [Mén05] peuvent convenir a cette fin. Une implantation a ’aide des bibliothéques CREAL
de J.C. Filliatre (https ://www.Iri.fr/ filliatr/creal.fr html) ou XR de K. Briggs [Bri06] (http ://kei-
thbriggs.info/xrc.html) pourrait alors étre faite.

— Les applications quasi-affines découpent ’espace euclidien suivant un treillis régulier, périodique,
décrit dans [JM16]. Le stagiaire s’intéressera a ’évolution de ce treillis dans le cadre de I'§2-
arithmétisation d’une application affine donnée. Ici aussi, une implantation est envisageable, en
dimension 2 par exemple.
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