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Algorithme d'inférence général

@ Dans un premier temps, définition des récursivités dans le
cadre le plus général,

@ Hypotheéses markoviennes sur les données (observées,
cachées), et markoviannité a posteriori qui en découlent;

@ Hypotheses de d'indépendance/dépendance des données
observées conditionnellement aux variables cachées;

@ Hypothese sur la nature du bruit: gaussien, non gaussien, a
corrélation longue etc.;

@ Hypotheses sur la nature des variables observées et/ou
cachées: discretes et/ou continues;

@ Hypotheses sur I'aspect multi-dimensionnel;

@ etc.
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Algorithme d'inférence général

Hypotheses

@ On définit les réalisations de la loi jointe de la variable
aléatoire Z = (X, Y) entre deux phénomenes, qui peuvent
étre un processus caché X et un processus observé Y

@ Nécessité d'évaluer les probabilités a posteriori qui permettent
I'estimation d'une réalisation de X a partir de celle de Y

@ On se place dans le cadre de la segmentation bayésienne c’est
a dire une stratégie de décision optimale vs une fonction de
perte donnée;

@ On peut supposer que les densités des observations
conditionnelles aux données cachées, sont des modeéles
paramétriques dont il possible d'extraire les parameétres de
forme © au moyen d'estimateurs du type EM, SEM, ICE;

#CU3E - J’ %
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Algorithme d'inférence général

@ On pose X = X,y = (X, ...X,, ..., Xy) € Q" et
Y = Yin= (Y, ..Yy, o, Ya) € RY;

@ p(x) est une loi sur Q" et p(y|x) une densité de probabilité
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R";

@ La loi jointe du couple Z = (X, Y') peut étre donnée en toute
généralité par:

N

p(z) = p(2.|210-1)P(Z0-1]Z1n—2)---P(2) = P(21) HP(Zn|Z1;n_1)

n=2

@ La loi jointe est donc donnée par la probabilité (ou densité)
initiale p(z1) et les lois conditionnelles p(z,|z.,_1);

@ On pose N ={1,...,N}

#CU3E - J’ %
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Algorithme d'inférence général

@ Les estimateurs du MAP et du MPM sont donnés par:

Vne N, %,(y) = sup p(x,ly)  X(y) = sup p(x|y)
xn€EQN xeQN

@ L'estimation d'une réalisation de X nécessite le calcul des
marginales a posteriori p(x|y) et/ou p(x,|y) en chaque site;

@ La loi a posteriori p(x|y) peut étre factorisée:

p(xly) = p(xu|xun-1, Y)P(Xen-1ly) = ... = p(xi]y) Hp(xn‘xl:n—hy)
T

@ Le calcul nécessite la connaissance de la loi a posteriori initiale
p(xily) et des lois de transition a posteriori p(X,|Xy.n_1,¥);

#CU3E - J’ %
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Algorithme d'inférence général

@ Connaissant p(x,|y) et les lois de transition a posteriori le
calcul de p(x,|y) peut s'effectuer récursivement:

I) p(Xl:n|y) = p(Xl:n—1|_y)p(Xn|X1:n—17_y)
”) p(XnJrl‘y) = Z P(X1;n‘}’)P(Xn+1‘X1;m y)
Xl:nGQn

@ Les calculs deviennent prohibitifs avec la croissance de N. Les
probabilités classiquement appelées “progressives” et
“rétrogrades” permettent de contourner le probléme.

#CU3E - J’ %



chaines de Markov
0000008000000

Algorithme d'inférence général

Probabilités “progressives”

@ On définit les quantités
Vn e {1’ e N} ) 77n(X1:n) = P(Z1:n) = P(X1:mY1:n);

@ On pose de méme: Vn € {1,..., N}, a,(x,) = p(Xn, Y1.0);

@ Elles se calculent récursivement par une passe “avant”
connaissant la loi p(xy et les lois conditionnelles p(z,,,|z1:n):

mx) = plxa )= pnlx)p(x)
Vn € {17 ) N} 77n+1(X1:n+1) = P(X1:n+1a}/1:n+1)
= P(Xei1s Yoir [ X Yin )10 (X0
= p(z.1|z0)ma(x00)

@ On déduit a chaque étape:

an+1(Xn+1): Z 7]n+1(X1:n+1) (2)



chaines de Markov
0000000 @000000

Algorithme d'inférence général

Probabilités “rétrogrades”

@ On définit les quantités

vn € {1) bR} N} 9 ﬂn(xl:n) - p(yn+1:N|Zl:n);
@ Elles se calculent récursivement en passe arriére:

/Bn(xl;n) = Z p(yn+2:N7Xn+17.yn+1|zlzn)

Xn+1 GQ

= Z P()/n+2;N|Z1:n+1)P(Zn+1|Z1:n)
Xn+1 €

= Z P(Z0s1121:0) Brsr (Xans1) (3)

X,,+1€Q
@ En particulier:

,BN71(X1:N71) = p(yN‘zl:Nfl) = Z p(ZN‘Zl:N—l)

xnEQ ~
o Ceci implique: By(xv) = 1; §CU3E " %
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Algorithme d'inférence général

Probabilités de transition a posteriori

@ Les probabilités rétrogrades permettent d'exprimer
vnu p(Xn‘Xl:nfhy)
@ D’une part:

_ p(x1,y) _ P(yan|Xi, yi)p(xis y1)
p(X1|y) B leeﬂ p(Xl’ y) leeﬂ p(Y2:N|X17 }/1)P(X1, Y1)
p(z1)B(x1)
> e P(z1)B(x)

#CU3E - J’ %
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Algorithme d'inférence général

Probabilités de transition a posteriori [Abbassi, 2012]

e EtVne {1,..,N —1}:
p(Xn+1‘X1:n7_y) =

@ Finalement:

p(Xn+1 |X1:n) y)

P(Xo1| X005 Yiins Yas1n)
P(Xos1s Yorrn | Xun, Yin)
p(yn+1:N‘X1:n7 )/1;n)
P(Xos1s Yorrn | Xun, Yin)
an+1€§2 p(Xn+17 Vor1n [ Xens )/1;n)
P(yn+2:N, Zy1 |Z1:n)
an+1 ca P(yn+2:N, Zn+1|zl:n)
p(zn+1‘zl:n)16n+1 (X1:n+1)
an+1 ca p(zn+1‘zl:n)5n+1 (X1:n+1)

= planala) B - @
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Probabilités a posteriori

En utilisant I'expression (1), il vient:

p(xly) = p(aly) HP(X"|X1:n—1’Y) = p(xly) HP(zn|21;n_1)%

n=2 n=2

#CU3E - J’ @
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Algorithme d'inférence général

Probabilités marginales a posteriori | [Abbassi, 2012]

@ D’une part, nous avons:

p(Xlzm.y) = p(Xlzn7y1:n7yn+1:N)
= P(yn+1;N|X1;m}/1;n)P(X1;m)/1;n)
— /Bn(Xlzn)nn(Xlzn)

@ D’autre part:

p(Xv.y) = p(Xlzn7Xn+1:N7y)
p(XnJrl:N‘Xl:m )/)P(X:l;m .y)
= p(XnJrl:N‘Xl:m y)/Bn(Xl:n)nn(Xlzn)

#CU3E - J’ @
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Algorithme d'inférence général

Probabilités marginales a posteriori |l

ply) = Y p(xy)

erN

= Z Z p(Xn+1:N‘X1:my)/Bn(Xliﬂ)nn(Xlin)

x1:n€Q" Xpt1:N EQN_n

= Y Bulaa)mnl(x)

x1:0€Q"
o Ceci permet de calculer différemment p(x|y):

p(x,y)

B N (X1 o) (X1)
p(x|ly) = ) = p(Xns1n ln)y)z

X1:n eqn (Xl:n)nn(xlzn)

e 7 @
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Probabilités marginales a posteriori |l

@ Finalement:

Vnedl,..

N}, p(xly)

@ Soit, en utilisant (5):

Vne{l,..

N}, p(x.ly) =

= Z P(X1;n|}/)

Xn—1€27 1

= ). > plxly)

X1:n—1 EQn71 Xn+1:N€QN7n

/8 (X1 n)nn(xl n)
2 >

xq:p_1€0Q" 1 x1:0€Q" (Xlzn)'r]n(Xl:n)
n—

(6)

~
ICU3E "
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

@~~~

) Hypoth‘es!I d’'indépen

vn Xn+1:N —”— Xl:nfl | Xn Yn JL Z,/\/\n ‘ Xn

S e

() ©

ances conditionnelles:

&—®

o

@ Autre écriture:

i) X est une chaine de Markov,
”) p(yl:n|X1:n) = H,Iyzl p(yn|X1:n) 9
I”) p(.yn|X1:n) = p(yn|Xn) .

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

@ Z est donc un processus de Markov (graphique ou calcul):

Zn-%—l:N JJ— Z1:n—1 | Zn < vn € N p(zn+1|zl:n) = p(zn+1|zn)

@ Factorisation simplifiée du processus couple Z = (X, Y):

p(z) = p(z1) [ ] p(z|200+) = p(21) [ ] P(2]2 )

@ En utilisant les hypothéses ii) et iii):

p(zn+1 |Zl:n)

P\ Xns15 _yn+1|X1 ns Y1 n)

(%
p(yn+1‘xln7_y1n7 n+1)p( n+1|X1:n7_y1:n)
p(yn+1‘xn+l)p( n+1‘X)
p( n+1|z)

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

@ Simplification de I'algorithme “forward” d’apres (2):

an+1 (Xn+1) = Z T]n-f—l (Xl:n+1)

X1:0EQ"

= Z Z P(Zn+1‘21:n)77n(xlzn)

Xp€Q Xl;n_1€Qn71

= Y p(zualz)on(x)

xn€Q

= yn+1‘xn+1) Z n+1|X )a )

xp€Q

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

@ Simplification de la probabilité “backward”, Vn € N:

Ba(Xtn) = P(Ynsrn|Zin)
= p(yn+1:N|Zl:n—17Xn7yn)
= p(Voi1n|x,) puisque Y, v L (Z1,1, Ys) | X
= Bu(x)

@ Simplification de I'algorithme “backward” d'apres (3):

Bux) = D p(za1]2.)Bria (Xura)

Xn+1€Q

= ) ¥ ral X)) P(ea %) B (o1

Xn+1€Q
JCU3E - J’ %
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

Marginale a posteriori

@ D'apres (6):

ZXLn_ﬁﬂ”*l Ba(Xa)10 (X1:n)
ZX”GQ le;nﬂEQ"_l Ba(Xa)10(x1:0)
/Bn(Xn)an(Xn)
ZXnEQ Ba(Xa)ta(Xn)

Vne{l,..,N}, p(xly) =

#CU3E - J’ @
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

Markoviannité de X a posteriori

@ D’apres (4):

p(Xn+1|X1:"’y) = p(zn+1‘zn)%

@ Les termes x;.,_; ne jouent aucun rdle, donc:

p(Xn+1|X1:n7 )/) = p(XnJrl‘Xm .y)

#CU3E - J’ @
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

Markoviannité de X a posteriori

@ Ceci permet la simulation d'une chaine a posteriori pour
segmenter et/ou estimer les hyper-paramétres 0(a+D) des
modeles récursivement selon les hyper-paramétres courant (9;

@ Loi de transition a posteriori:

IBH Xn
p(Xn+1 |Xn7 ya e(q)) = p(yn+1‘xn+1)p(xn+l‘xn)ﬁ

o Loi initiale a posteriori:

p(x.ly, 07 oc v,(x,)Ba(xn)

@ Par la formule de Bayes, loi conjointe a posteriori:

P (X, Xas1 1Y, 047 0 (%) Bris (X1 )P (Vi Ixm)p(g&ﬁggn\).ﬁw o)
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

Algorithme de Devijver [Devijver et al., 1985] |

@ Assure la stabilité numérique de I'algorithme
“forward-backward" ;

@ Probabilités “forward”:

Qi (Xn+1)

Xp11E€Q i (Xn+1)

6‘n+1(Xn+1) = P(Xn+1|Y1:n+1): Z

P(Yos1[Xni1) ZX,—,GQ P (X1 %) P(Xa|Y1:n) P(Y1:n)

D iren PUaralXoin) 2o cq PO %) P (%ol yin) P(Yi:)
P(Yar1|Xni1) ZX,—,GQ P(Xons1|X0) &n (%)

Zx,,HeQ P(Yora|Xni1) 2o eq P(Xora|X0)in(x,)

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

Algorithme de Devijver [Devijver et al., 1985] I

@ Probabilité “backward”:

50y - PWnanlx:)
Ba(x,) = P(Vor1n|Yin)

@ Probabilité a posteriori:

Ve {l, .., NY, p(xly) oc By(x)én(x,)

#CU3E - J’ @
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Chafnes de Markov Cachées a bruit indépendant (CMC-BI)

Processus observé a mémoire longue [Abbassi, 2012]

@ Hypothese markovienne sur X;

@ Les variables Y, vérifient la propriété:

vn 6 N7 p(yn|X1:n7y1:n—1) = p(yn‘xmyl:n—l)

@ Lorsque les lois p(y,|X,, y1..—1) Sont calculables, les inférences
sont possibles:

p(zn+1|zlin) = p(Xn+17yn+1|X1:n)y1:n)
= p(yn+1|X1:n7.y1:n7Xn+1)p(Xn+1|X1:n7y1:n)
= p(yn+1|Xn+1)ylzn)p(Xn+1|Xn)

#CU3E - J’ %



chaines de Markov
@®00000000000000

Chafne de Markov couples (CMCo)

Sommaire

@ chaines de Markov

@ Chaine de Markov couples (CMCo)

#CU3E - J’ %



chaines de Markov

O®0000000000000
Chafne de Markov couples (CMCo)

@ Hypotheses d'indépendances conditionnelles:
vn Zn-%—l:N JJ— Zl:n—l | Zn

@ Les hypotheses d'indépendances conditionnelles des
observations ne sont plus retenues;

@ Factorisation simplifiée du processus couple Z = (X, Y):

N N

p(2) = p(21) [ ] p(z:|2001) = p(21) [ ] P(2:]201)

n=2

@ Une CM cachée a bruit indépendant est une CM Couple

dem. en utilisant la factorisation de p(z,|z,_);
( P(z,|z,-1) e~ @
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Markoviannité a posteriori de X (resp. Y)

@ Proposition [Pieczynski, 2003]:

» Soit Z, = (X,, Y,) une CM couple, alors:
» X conditionnellement a Y est une chaine de Markov;

» Y conditionnellement a X est une chaine de Markov;

@ Démonstration [Pieczynski, 2003] :

N

b ey
p(xly) = o0) = p(y)gp( |2,

p(x, 1) P(es Yol xi, Ya)---p(X,, ¥alX,
p(y)

n— lvyn )

Lorsque y est constante dans |'égalité précédente, on reconnait la
factorisation markovienne de p(x|y). %
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Conditions de markoviannité a priori de X

@ Dans le cas de chaines stationnaires réversibles, sous certaines
conditions une CM couple est une CMC;
@ Proposition [Pieczynski, 2003]:
Soit Z, = (X,, Y,) une CM couple, qui vérifie:
i) p(z,, z,,, ne dépend pas de n, Vn € N'
ii) Z est réversible i.e, p(z,, z,,1) = (211, 2,)
Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes:

i) X est une chaine de Markov;

X,)

i) Vn, p(ya|%.x.-1) = p(ya
i) Vn, p(y,|x) = p(yalx.)

@ Pour la démonstration voir [Pieczysnki, 2003], [Ben Mabrouk, %
2011].
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Loi de transition de Z

@ Le calcul de I'inférence bayésienne nécessite la connaissance
des probabilités de transition:

p(zn]2) = P(zo1,2)  P(Xe, X1 )P(Vas Yo | X, Xo1) @)
n+1 n) — -
’ p(Zn) anﬂen p(X'”X"H)p(yn Xnaxnﬂ)

@ Ou en fonction des probabilités de transition de X le cas

échéant:
p(znlz) = p(2.:1,2,) _ P(Xay X031 )P (Vs Yos1 [ Xos Xor1)
p(z,) P(X0 )
_ L6 X) P Yo X, X0i) -
P(YalX.)

#CU3E - J’ %
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CMCouples particuliers |

CMC Bruit dépendant

CM Couple bruit indépendant

CM Couple cas général
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Chafne de Markov couples (CMCo)

CMCouples particuliers Il

@ Dans le cas stationnaire, la connaissance de la densité p(z, z,)
permet les calculs;

@ Dans le cas CMC-BI, d’apres (8):

p(zn+1 |Zn) = p(yn+1 |Xn+1)p(Xn+1 |Xn)

@ Dans le cas d'une CMC les y, sont dépendants, nous avons la
condition p(Ya|Xn, X,—1) = p(¥a|x,), et d’apres (8):

P\Xo11 X0 )P\ Yni1| Yy Xn PUYn|Xn
p(zn+1|zn) - ( +1| ) (p(Jr‘;/| X) +1) ( | ) = p(Xn+1|Xn)p(yn+1|yn7Xn+1)

#CU3E - J’ %
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Chafne de Markov couples (CMCo)

CMCouples particuliers Il

@ Dans le cas d'une CM Couple Bl les y, sont indépendants
conditionnellement a x, nous avons la condition:

p(ym yn+1 ‘Xm Xn+1) = p(yn+1‘xn7 Xn+1)p(yn|xm Xn+1)

@ Les transitions sont données par:

p(zn+1 |Zn) = p(Xn+1 |zn)p(_yn+1 |Xn) Xn+1)

#CU3E - J’ %
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Chafne de Markov couples (CMCo)

CMCouples avec observations cond. dépendantes

@ D’apres (7) le calcul de la probabilité de transition p(z,.,|z,)
nécessite la connaissance des probabilités p(x,, X,.1),

PV Yoi1]Xns Xni1) €t P(YalXns X))

@ La probabilité p(x,, x,,1) peut étre estimée a partir de la
simulation d'une réalisation X = x de la chaine a posteriori
sachant Y = y;

@ La probabilité p(y,|x,, x,,1) peut se calculer en posant:

p(ym yn+l|Xn7 Xn+1)

PUYn|Xny X, =
( | +1) p(yn+1 yn)Xn7Xn+1)

@ Des modeles de densité appropriés permettent de calculer

p(yn+1|yn’ Xns Xn+1) et p(ym Yot1 |Xn) Xn+1)'
§CU3E J’ %
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Chafne de Markov couples (CMCo)

CMCouples avec données corrélées gaussiennes

@ Densité multivariée p(ya, Yoi1|Xn, Xni1):

1 1 _
P(yn, yn+1|(wi7wj)) = Wt_(r) exp _§(yn,n+1 - Hg)Trij 1(yn,n+1 - Hu)
ij

@ En posant y,,.1 = (y,,,y,,H)T. Avec les matrices moyennes et
variances-covariances:

(1) (1 N @2
— Hij - T.. = iJ
Hij = pd )= (2 1) (2 2)
@ Par propriétés des gaussiennes:
(ynﬂ\y,,, (Xns Xo41)) ~ N (my, 0;;) ol les moyennes et
variances (m;; o;) sont données par:

0.2 2 ey

is i

Yy — o, =T —
r:2/ 2) (}/ M,,J) J i rfiitUBE J’ %

=) +
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Inférence bayésienne dans les CM Couples |

@ Simplification de I'algorithme “forward” d’apres (2):

an+1(Xn+1) = Z T]n+1(X1:n+1)

X1 €EQ"

Z Z P(Znia|200) 10 (X0)

Xn€Q x1._1€Q"L

= Y plaalz)on(x)

X, €Q

@ Simplification de la probabilité “backward”:

Vn € N7 Bn(Xlzn) = p(.yn+1:N|zlzn) = p(.yn+l:N|Xn) = /Bn(xn)

@ Simplification de I'algorithme “backward” d'apres (3):

/Bn(xn) = p(zn+1|zn)5n+1(xn+1) P
Z JCU3E %

Xn41€Q
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Inférence bayésienne dans les CM Couples Il

@ Segmentation MPM par la relation, d'aprés (6) qui s'applique
facilement au cas couple:

P(xaly) o< i, (X,)B,(xn)

@ Simulation d'une chaine de Markov X = X a posteriori d'aprés
la relation (4):

5n+1 (Xn+1)
Ba(xa)

@ Les réalisations X = X permettent la mise en oeuvre
d'algorithmes d'estimation des hyper-paramétres (EM, SEM,

ICE). _
JCU3E @

p(XnJrl‘me) = p(zn+1|zﬂ)
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Estimation des hyper-parametres par SEM |

@ |'algorithme final de segmentation nécessite la connaissance
de 9 = (0)(,9)/);

@ Le parametre a priori Ox définissent les probabilités (ev.
densités) conjointes p(x,, x,;1) de X = x.

o Les parametres 0y = (u;,T;), (1. «y2 définissent les
vraisemblances (Y,, Y,,;) conditionnellement a (X,, X,,,) i.e,
ceux de la densité bivariée.

@ En supposant la stationnarité et I'homogénéité du processus
de Markov a posteriori, X|Y permet I'emploi du SEM:
observant une réalisation de X selon p(X|Y = y), nous
définissons I'estimateur 6 = (fx,0y) = A(X, Y) des données
complétes (X, Y).

@ Dans [Lanchantin, 2006] développement complet des _
algorithmes EM, SEM, ICE pour les CM Couples. #CU3E " %
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Chafne de Markov couples (CMCo)

Estimation des hyper-parametres par SEM |l

o Initialisation A(®) = (99),9@).

) Etape courante:

© Simulation d'une réalisation de x? selon py@(X|Y = y)
© Estimation des nouveaux parametres ¢ = 6(x*), y) d'apres

(x, y):
@ Si 0V est stable, stopper la procédure.

#CU3E - J’ %



chaines de Markov
0000000000000 0e®

Chafne de Markov couples (CMCo)

Exemple: cas gaussien [Le Cam et al., 2008]

@ Soit A’ I'ensemble des singletons {x,},<,<y de X@ ou
Xn:wiul SIS K,

@ Soit A" I'ensemble des voisinages {x,, X,1 }1<n<n_1 de X ol
(Xn7Xn+1) == (wiawj); .

@ Parameétres de vraisemblance au moyen des fonctions
indicatrices 1 4i;:

ZnN;l ]]'Afvfyn,n+1 (9)
card(A™)
_ T

EnNzll ]lA"J (yn,n+1 - ,LL::)) (Yn,n+1 - Hi(jq>)

re = 1
’ card(A) (10)

(q)
M

@ Loi conjointe de X a partir d'une réalisation x(@ de X selon
Py (XY = y).

card (A
Pl = it = if0) = LI e @
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Chafnes couples partiellement de Markov (CCPM)

@ Les chaines couples partiellement de Markov [Pieczysnki,
2004] consistent a poser |I'hypothése d'indépendance:

Zn+1:N —”— Xl:nfl‘ (Zna Yl:nfl)

@ Dans ce modeéle ni Z, ni X ne sont des CM. Toutefois la loi a
posteriori de X|Y = y est celle d'une CM.

@ Loi de transition p(z,.|z.,):

p(zn+1|zl:n) = p(zn+1|zn7xl:n—17y1:n—1)
P(Zn+1 |Zn7 ylzn—l)
= p(Xn+1|zn7_yl:n—l)p(yn+1|xn+17zn7y1:n—1)

#CU3E - J’ %
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Chafnes couples partiellement de Markov (CCPM)

Markoviannité de X a posteriori

o Loi “rétrograde”:

Ba(*n) = P(Ynirnlzin)
= p(yn+1:N|X1:n—1)Xnv_yl:n—lv_yn)
= p(yn+1:N|Zn)y1:n—17) puisque Y,y AL Xl:n—1| (Zn) Y1;n—1)
= 5n(Xm}/1:n)

@ D’apres (4) et ce qui précede:

5n+1 (Xn+1 9 _yl:n+1)

p(Xn+1|X1:n)y) = P(Zn+1|zm}/1:n—1) 5(X y )
n ny J1:n

= p(Xo11]Xn, ¥)

@ Ces probabilités de transition sont calculables récursivement sA
les probabilités p(z,.1|2,, y1.._1) sont calculables; —ICU3E " %
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Chafnes couples partiellement de Markov (CCPM)

@ Décomposition de p(z,,1|2,, Yin_1):

P(20, Zoi1, Yin-1)
P(Zm }’1;n71)
P(Xns Xn1)P(Viins1 [ Xas Xoi1)
anﬂ cQ p(Xm Xn+1)p(.y1:n‘xn7 Xn+1)

P(Zn+1 ‘Zm }’1;n71) =

@ Dans certains cas (bruits a corrélation longue) les probabilités
P(Vine1|Xn, Xor1) peuvent étre calculées récursivement
[Lanchantin, 2006] sous hypothéses gaussiennes ou non
[Pieczynski, 2005].

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov triplets (CMT)

[ SRS

@ Le principe consiste a introduire un troisieme processus
auxiliaire U = (u,),.,.,, € A", qui n'a pas nécessairement une
interprétation physique;

@ Soit le processus triplet noté T = (X, U,Y).

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov triplets (CMT)

@ En posant V = (X, U), le processus T est donc un processus
couple T = (V,Y) (resp. T = (V, X));
@ En posant Z = (X, Y) on considere T = (Z, U);

@ Le processus T = (X, U, Y) peut étre markovien i.e:

p(t) = p(t) [] pltlts )

@ |l est possible d'appliquer les algorithmes précédents en
traitant par exemple T = (V,Y) comme un processus couple.

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov triplets (CMT)

o Calcul des marginales a posteriori p(v,|y) = p(x,, u,ly) par
I'algorithme “forward-backward"”:

O‘1(\/1) = p(vl) O‘nJrl(VnJrl) = Z O‘n(Vn)p(thrl|tn) (11)

vpEQXA

/BN(VN) =1 /Bn(Vn) = Z ﬂn+1(Vn+1)P(tn+1|tn) (12)

Vnt1 EQXA

@ Les marginales a posteriori du processus caché X sont

déduites par:
Caly) = P, taly)

un€N

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov triplets (CMT)

Exemples de CMT

CMC non stationnaire a bruit
indépendant

CMT bruit dépendant
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Chafnes de Markov triplets (CMT)

Quelques généralisations des modeles précédents

@ Lorsque V = (X, U) (resp. Z = (X,Y)) est une chaine de
Markov, on a affaire a une chaine de Markov couple cachée
dont la loi de transition est donnée par:

P(trislts) = P(Vora| Vo) P(¥al Vi)

@ Condition nécessaire et suffisante pour que V soit une CM:

vn p(yn‘xm un7Xn+17 un+1) = p(yn|Xn7 un)

@ Lorsque les hypotheses d'indépendance suivantes sont
vérifiées, on a affaire 3 une chaine triplet partiellement de
Markov:

Tn+1:N 1 Vl:n—1| (Tm Yl:n—l)

#CU3E - J’ %
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Chafnes de Markov triplets (CMT)

Chalne de Markov M-stationnaire

@ Une chaine de Markov stationnaire est une chaine de Markov
pour laquelle les lois de transition ne dépendent pas de n;

@ L'idée du modele [Lanchantin, 2004] est de modéliser la non
stationnarité du processus caché en utilisant un processus
auxiliaire U,

@ Le processus auxiliaire U modélise les changements des
matrice de transition;

@ Le processus Z = (X, Y) est une chaine de Markov couple
M-non stationnaire, s'il existe U € A", |A| = M tel que la
chaine T = (X, U, Y) est une chaine de Markov stationnaire;

@ En général, Z n'est ni markovienne, ni stationnaire;

@ Lle processus (X, Y)|U = u est markovien a posteriori et en
général non stationnaire. JCUSE e %
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Chaine de Markov cachée M-stationnaire bruit indépendant
(CMC-MS-BI)

o X € QV est une chaine de Markov M-stationnaire, s'il existe
un processus auxiliaire U € A", tel que (X, U) est une chaine
de Markov stationnaire, X non nécessairement markovien;

Z = (X,Y)- Y étant la variable observée - est CMC-MS-BI si:

i) X est un processus tel que (X, U) est markovien
stationnaire;

ii) Y et U sont indépendants conditionnellement a X:
Y LUIX = p(ylv) = ply|x)

i) p(ylx) =TI\, p(yvalx) = TTo, P(valx)

ICU3E - %
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Exemples

Chaines de Markov floues non stationnaires [Salzenstein et
al., 2007]

@ L'objectif consiste a estimer la réalisation cachée
x = (x.)1<s<n, étant données D observations
Y=y={y. eR%}

@ En chaque site: x, = (&,(5),&2(5), ..., x(5));

@ Chaque composant ¢;(s) représente la contribution de la
classe w; dans un ensemble discret Q = {w, ...,wx} de K
classes dites “dures”;

@ Condition de normalisation: &,(s) + &,(s) + ... + ex(s) = 1;

@ Dans le contexte de deux classes “dures”: Q = {0,1} soit

x, € [0,1];
§CU3E J’ %
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Exemples

Cas stationnaire: expression des densités

@ La distribution en chaque X, est donnée par une densité h,
selon une mesure v incluant des composantes discretes (Dirac
o, 0, sur {0,1}) et une composante continue (mesure de
Lebesgue 1 on ]0,1[):

V:50+51+H (13)

@ Les composantes discretes de v sont associées aux classes
“dures”, tandis que la/les composante(s) continue(s) 1 est
associée a la caractéristique floue;

@ Lorsque X est une chaine de Markov floues (FMC) avec les
hypotheses classiques d'indépendances conditionnelles de Y
selon X, la distribution jointe p(x,y) selon la mesure v" ® p"
est:

p(x,y) = p(x)p(%a|)...p(xuxw—1)p(¥ %0 ). o (b (L)~ @
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Exemples

@ La V.A. X a posteriori conditionnellement a Y est une chaine
de Markov;

@ Généralement la distribution p(x,y) dépends des paramétres
0 = (0x,6y);

@ Les parametres a priori 0y définissent la loi de la chaine de

Markov et 6, définit la vraisemblance des observations
sachant X.

@ Lorsque X = (x,)1<s<n est une FMC stationnaire i.e.
X, € ]0,1], la distribution a priori w(x) de la V.A. X, est
donnée par la loi initiale p(x;) et les densités de transition
P(Xs‘xsﬂ)lgsgN:

p(x1,x2, ..., xn) = p(x)p(xa|x1)...p(Xn | Xn_1) (15)

#CU3E - J’ %
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Exemples

@ Lorsque la chaine est stationnaire, la loi a priori est définie par
la densité jointe p(x., x.,;) étant donnés (x,, x.,1) € [0, 1]°.

@ En fonction de la mesure v ® v, la condition de normalisation
s'exprime:

1 1
/ / p(u,v)d(v@v)(u,v) =1 (16)
0 0
@ Localement, le modéle de densité proposé est le suivant:

a(l—le,—&|) "+ b, reR sie ouce, €]0,1]
p(er, 62) = C )
Ty si (i,j) € {0,1}

#CU3E - J’ %
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Modele CMC-MS-BI appliqué au cas flou

@ Au processus initial X - non nécessairement markovien - on
associe un processus U € AV, avec A = {\, Ay, ..., Ak |
@ Le processus couple Z = (X, U) est supposé étre une CMC
stationnaire:
P(Zs — (Xs7 U5)|Zs,17 25727 ceey Zl) = p(zs‘zsfl) (17)

@ La chaine Z est totalement définie par:

p(zs7 Zs+1) = p(Xsa Xs+17 us7 us+1)

@ En posant I, C [0,1] et /,; C [0,1], selon la mesure
(v+38.8,)® W+ YK, 6,,) laprobabilité initiale est
donnée par:

P(Xs 6 Is) X5+1 6 Is+1) Us == )\57 Us+1 == )\s+1)
= ple,n, As, Assr)d (v @ V) (e, 1), 18)..
e A hadr e e e (2 @
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Exemples

Parametres a priori |

@ Condition de normalisation (19):
1 1
SX [ [ senrdvenen=1 )
PP VR

@ En particulier, cette condition s'exprime:

Y)Y p=1 (20)

VDY
@ Avec
1 1
/ / p(em M A)d(v @ v)(en) = PP, A = Py
0 0
icuze (- @
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Parametres a priori |l

@ On construit une densité paramétrée de la forme suivante:
ples, €, A, \;) = a;0(€1, ) + by (22)
@ Avec les conditions aux limites (23):
#(0,1) + bjj = ajj - ¢(1,0) + b; = b; = mg; =75 (23)

@ Au total, il y a 6K parametres de la loi a priori.

~
ICU3E "
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Vraisemblance des données multi-spectrales |

@ Nous observons D réalisations (y®, y® ..., y®)) du vecteur
Y :(y(1)7 YO, .., y(D));

@ Pour chaque Y®, les V.A. YO = {Y" V" Y} sont
indépendantes conditionnellement a Z;

@ Hypotheses suivantes [Lachantin, 2004]:

Y9|Z) = Hp (24)

p(YY,|Z) = P( V,|Z.) (25)
p(Y(i)S|Zs) = p(Y(i)s‘Xs) (26)

@ lci, le parametre fx varie localement, tandis que 0y reste
global.

~
ICU3E "
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Exemples

Vraisemblance des données multi-spectrales

@ La distribution £, (y,) de y, sachant X, = ¢, € [0, 1] est une
gaussienne multi-variée:

1 —1 tr—1
— (_(ys_p‘Es) rEs (ys_p‘ES))
fe(ys) = 2mb/(det T )12 exp\ 2 (27)

@ Soient (po, 1) et (Fo, 1) les moyennes et matrices
variance-covariance relativement aux classes “dures” "0" and
"

@ En chaque site X; = ¢;, le vecteur moyenne et la matrice de
covariance pe, et ., s'expriment:

Heg = (1 - 65)'”0 + Esly (28)
r (1 —e)%l, + e,y (29

#CU3E - J) %
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Exemples

Segmentation MPM

@ |l est possible d'estimer X et U, en marginalisant la
distribution p(Z,ly):

Zp dy) 5 p(usly) = /01 p(z.|y)dv

@ Procédure “forward-backward” étendue au contexte flou:

oz mpmz§j/ 0 1(e (22 \)dv ()

AEA

52) % 3 [ Bl NPl Ve N2 )

AEA
#CU3E - J’ %
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Exemples

Simulations

Etats auxilliaires

(b)

ICU3E %

Figure: (a): Chaine non stationnaire X; (b): Etats U
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Exemples

Image réelle (Oakland)

~
Figure: (a): Observation; (b) Champ X JCU3E " %
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Exemples

Figure: (a): Champ X (b): Champ U
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Exemples

Lissage exact dans un modele a sauts

@ On considere XV = (X1, X2, .., Xn), RY = (R, Ra, .., Ry) et
YlN = (Y1, Ya,.., Yn) trois processus tels que X est a valeurs
dans RY, R a valeurs dans un ensemble fini AKX, et Y 3
valeurs dans R™;

@ Le processus R modélise les sauts de la distribution de (X, Y);
@ Le lissage consiste a calculer Vn, I'espérance conditionnelle
E [Xa| Y = y{'] noté E [Xa|y{'];

@ Le modeéle classique gaussien consiste a poser:

R = (Rn)nenr est une chaine de Markov;
Xn = Fn (Rn) Xn—l + Gn (Rn) Wn
Yo = Hp (Rn) Xn + Jn (R) Vi

#CU3E - J’ %
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@ Généralement W, et V, sont indépendantes et gaussiennes;

@ Les matrices F, (Rn), Gn(Rn), Hn(Rn) et Jn (Rn) dépendent
de Ry;

@ Dans ces conditions la loi conditionnelle de (X, Y|R = r) est
gaussienne;

@ On note la propriété:

p(Xn+17 rn+1|Xn7 rnyyn) = p(Xn+17 rn-l—l‘xny rn)

o Lorsque R est caché, le calcul de E [Xj|y{'] devient prohibitif;
@ Soit dans ces conditions (processus R caché) le modele
suivant:

(RY, YV) est une chaine de Markov;
Xn+1 = Fn+1 (Rn+17 Yn+1) Xn + Gn+1 (Rn-i-la Yn—i—l) V"Q&Q)

@ Dans ce cas, le processus T = (X, R, Y) est markovien avec:

P()/n+17 rn+1|Xn7 rm)’n) = p(yn-‘r17 rn-l-l‘ylh rl"FUBE ~
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Exemples

@ Dans le premier modéle (R, X) est markovien mais pas
(R, Y): situation inverse dans le second modéle;

@ On montre que la markoviannité de (R, Y') permet de calculer
E [X,,+1|r,,+1,yl’v] et p(rar1lyd’) a partir E [X,,|r,,,yl’v] et
P(rn|)/1N);

@ Considérons I'espérance de (30) conditionnellement a
(Ro+1, YY) = (Fag1, 7):

E|:Xn+1‘rn+la)/:{v] = Fn+1(rn+17)/n+1)E[Xn|rn+17y1N]

- Z Fn+1 (rn+17yn+1) E[Xm rn‘rn-l-lale]

I'n

= Z Fn+1 (rn+1>Yn+1) E[Xn|rn> rn+17Y1N]p(rn|

n

= Z Fot1 (rn+1>Yn+1) E[Xn|rn>Y1N]p(r’n|rn+17.
In §CU3E
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Exemples

@ Les lois marginales et les transitions a posteriori de
r,,|Y1N = le peuvent étre calculées par les algorithmes
classiques des CM Couples;

@ Par marginalisation, on obtient finalement:
N N N
E |:Xn+1|}/1 } = ZE [Xn+1|fn+1>)/1 p(ratilyr)
rn+1

@ Dans ce modele, le processus (R, Y') est markovien, mais pas
forcément R.
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Exemples

Lissage exact dans des modeles a sauts [Abbassi, 2012]

@ On considére un modele triplet Z = (X, Ry, Yi)tenr, tel que
les X; prennent leurs valeurs dans R, les Y; prennent leurs
valeurs dans R9 et R; € Q;

@ Le modéle dynamique proposé est le suivant:

R = (R:)ten est une chaine de Markov;
Xev1 = Fr1 (Ret1, Xe) + H (Rey1) Wi
Ye = Gt (R, Xt) + J(Re) Vi

o Les processus W = (W;)ien et V = (Vy)ien sont centrés
indépendants, et indépendants de Xp;

#CU3E - J’ %
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Fii1 (Rex1, Xt), Ge (Re, Xt), J(R:) et H(R¢41) sont des
matrices variables dans le temps fonctions du processus X et
du processus auxiliaire;

Le triplet Z = (X, R, Y) est un processus de Markov. De plus
on montre que S = (X, R) est markovien au vu de la
récursivité;

Le processus X|R est donc markovien;

Le probleme du filtrage consistera a estimer a chaque instant
la réalisation des deux variables cachées R; et X; a partir de
Y= ooy, ye) T

Ce calcul fait intervenir la densité de “filtrage”, p(s§|y¢) qui
s'exprime au moyen d’une récurrence:

Vi e N, p(st et = %{yo)) (s21y0)

On retrouve le schéma du filtrage de Kalman “prédiction” +,.
“filtrage”. ICU3E ~F
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Filtrage, prédiction

@ Supposons qu’a l'instant t on connaisse la marginale
p(x¢|r§, v¢) (filtrage a t) et la quantité p(r§|y{);

@ On peut alors en déduire p(xt+1|r(§+1,y(§) (prédiction a t + 1)
ainsi que la quantité p(yt+1|rg+1,yg):

P(Xt+1|r(§+17)/(§) = /p(xt+1|xt,rt+1)p(xt\r(§,y(§)dxt

P(}/t+1\f(§+17)/(§) = /p(yt+1\xt+1,rt+1)p(xt+1\r(§+1,y&)dxtﬂ

#CU3E - J’ %
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Filtrage, prédiction

@ Et par récurrence on obtient la marginale p(x:11]r; t+1,y0+1)

(filtrage a t + 1);

p(xer1lrg ™, v8)
p( t+1|f<§+1’y(§)

| t+1 t+1)

p(Xe+1 Yo P(Ye+1]Xet1, ft+1)

@ |l faut calculer la quantité p(r, Jr1|y0+1) pour |'étape suivante:

p(r +1|y +1) O<P()’1:+1|’o 7y0)p(rt+1|rt) (félyé)

@ |l est possible de déduire p(rt+1|y0+ ) par marginalisation:

.D(ft.“+1|yoJr ) = Z p(r t+1| t+1)
rteQt+l

~
ICU3E "
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Exemples

Filtrage, prédiction

o Ainsi que le calcul de la quantité p(xe+1]yS™):

plxeralys™ = D p(ETE T POl vt

e

@ En raison de I'aspect prohibitif en temps de calcul, le
rafraichissement de la quantité p(r§|y$) ainsi que des variables
d'intérét x; nécessitent par ex. une méthode de filtrage
particulaire;

@ Dans le cas gaussien (bruits gaussiens) les marginales sont
également gaussiennes, et les équations correspondent aux
équations du filtre de Kalman et font intervenir récursivement
les quantités “prédiction” E [Xt+1|rg+1,yg] et “filtrage”

t ot
E el yol. ICU3E J’ %
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Algorithme d'inférence général

Hypothéses et notations [Lachantin, 2006]

@ Soit un ensemble fini S et {S, 5%, ..., S"} une partition de S;
@ On suppose que CardS* =1 < CardS? < ... < CardS",

A chaque site s € 5" est associé un sous ensemble s™ € St
appelés “enfants” de s;

Les ensembles {s*}.cs» forment une partition de S™;
s** désignent I'ensemble des descendants de s.
De plus s** = {s} Us™™;

En chaque site s € S\S*, son unique parent est noté s~

La loi d'un signal multi-résolution Z s'exprime:

p(z) = p(2) [T I] Pzl zs\s+) (31)

n=2 seS"
c jcuze 7 @
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Algorithme d'inférence général

Exemple

@ La loi de Z s'écrit:

p(z) = p(z, 2,2, 2], 7|2, 2, 23, Z2)p(Z, 73, ] 1) p(2,)

)..op(Z]2) 22 22, 2)p(22]2))...p(22]2)p(2))

_ 3] ,1 2 2
- p(zl|zl’zl7227z3
@ En remarquant par exemple que:
2 2 2 3 3 1
Z; 1 73,7, 2}, 7, | Z]

o |l vient:
p(z|z) = p(z2, 2, 73, 7}, Z))

#CU3E - J’ %
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Algorithme d'inférence général

@ Les estimateurs du MAP et du MPM sont donnés par:

Vs € S,%(y) = sup p(xly)  %(y) = sup p(x|y)
Xs€Q ceqlS!

@ L'estimation d'une réalisation de X nécessite le calcul des
marginales a posteriori p(x|y) et/ou p(x.]y) en chaque site;
@ La loi a posteriori p(x|y) peut étre factorisée:

p(xly) = p(aly) [T I pClxsise+1y) (32)

n=2 scS"

@ Connaissant la loi initiale et les probabilités de transition a
posteriori p(x,|xs ++|y), il est possible de calculer les
marginales p(x.|y) selon une passe descendante:

P(Xs|}/) = Z p(XS\s++|y) OU

Xs\stF

~
Placrly) = Pxsy+1y)P( s+ yicuse 5~ @
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Algorithme d'inférence général

Probabilités “rétrogrades”

@ Soit la quantité:

ﬂs,s* (X5\5++) = P()@*+ |ZS\§++)

@ Relation entre probabilité rétrogrades et transitions:

1_[:55+ /Bf,S(XS\s'H' )
/Bs,s* (X5\5++)

P(Xs‘XS\EHJ) = P(Zs‘25\5++) (33)

o Calcul récursif:

Bis-(Xs\s+) = Z P(z:|zs\o+) H Bes(Xs\et+) (34)
xs€Q test
e s %
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Propriété de 3 dans son voisinage |

@ Soit par exemple t € s* un enfant du site s. Le site s est donc
le parent de t. L'ensemble S\s*" correspond contient s et
tous les sites sauf tous les descendants de s;

@ L’ensemble t** contient t et tous ses descendants.
L'ensemble s™"\t** contient tous les descendants de s sauf
ceux liés a la branche de t;

/3:,s(X5\;++) = P(Y;++ ‘ZS\{H')
== p(y£++ ‘Zs\s++ 5 Zs++\£++)
= p(yer+lzsr+)
= /Bt,s(XS\s++)

@ Puisque Vt € s*:

Y+t A1 Zot\ ¢+ | Zs\ st §CU3E J’ %
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Propriété de 3 dans son voisinage |l

@ Soit les deux seuls enfants de s, t; € st et t, € s7. Clest a
dire s* = ;" U t,"". En utilisant les hypotheses
d'indépendance conditionnelle, il est possible d'écrire:

p(ys++ |25\s++) = p(yi++ s y2++ |25\s++)
= p(yt_1++ |zs\5++)p(yt_2++ |Zs\s++)

@ Ce résultat se généralise:

p(ys++ |ZS\5++) = H p(y£++ |ZS\5++) = H Bf,S(XS\s'H' ) (35)
+

test tes

#CU3E - J’ %
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Probabilités “rétrogrades”: démonstration de (34)

/Bs,s_ (XS\§++ ) = p(.yg'H' |ZS\§++ )

= p()/s7ys++‘zs\§++)

= Z p(zsays++|zS\§++)
xs€Q

= Z p(ys++|z$\§++7 Zs)p(Zs|Zs\§++)
Xxs€Q

= Z p(zs‘ZS\g'H')p(ys'H' |ZS\5++)
Xs €EQ

= Z p |ZS\5++) H p .yt+Jr |ZS\5++)
xs€Q test

= Z p |ZS\5++) H /81” s XS\5++)
xs€Q tEs %
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Probabilités démonstration de (33)

p(Xs7 Xo\st+) )/)
P(Xs\s++,Y)
P(XS\s++ y Ys\stty Yst+ )
P(XS\s++ y Yo\stts ys++)
p(25\5++ ) (ys++ |Zs\s++ )
p(25\5++ ) (ys++ |Zs\§++ )
p(ys++ |ZS\5++ )
P(y§++ |ZS\§++ )
[ PVer+|2s\o++)
P(Yet+|Zs\s++)
[Lcst Bes(Xs1s+)
B p(ZS|ZS\§++) 55,5* (X5\5++) §CU3E J’ %

p(XS|X5\§++, y) =

= p( ‘ZS\S'H' )

= P(Zs|25\§++)
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Passe montante: Vn= N, ...,2 Vs € §™

,B (X ++) szenp(zs‘zs\§++) sin=N
5,57 \7S\s X
szen P(Zs‘Zs\§++) Ht€s+ /Bt,s(Xs\5++)

p(z|zas++) sin=N
p(zS‘ZS\g'H') Ht€5+ /Bt,S(XS\s'H')

Racine: p(xily) oc p(z:) [+ Bra(x)
Passe descendante: Vn=N,...,2 Vs € §™

plxly) = D plxsly) ol

X5\§++

P(Xst+ly) = P(Xs\ot+1y)P(Xs| X5\t ¥)

P(Xs|Xg\++, ¥) o {
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Sommaire
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@ Arbres de Markov caché a bruit indépendant (AMC-BI)
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Arbres de Markov caché a bruit indépendant (AMC-BI)

@ On pose: §* =S\ (s U{s}) (en remarquant que
s™U{s"} # s~ puisque le parent peut avoir plusieurs
descendants);

@ Le modele classique consiste a établir les hypotheéses suivantes:
Xs JL XS*‘Xsf Ys JL ZS\{5}|X5
@ La loi de Z est donnée par (31) avec:

P(Zs|25\§++) = p(zzs+,2,-)

P(Xe, YelXs* s Ys# s Xo= 5 ¥ )
(

(x

p(x, yslx.-)
= p(x|x-)p(y:|x)

#CU3E - J’ %
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Arbres de Markov caché a bruit indépendant (AMC-BI)

@ En observant que Y+ L (Y,-, Zs+)|X,- la probabilité
rétrograde s'écrit:

Boo (Xast+) = P(Yert|Zsist+)
P(Yet+|2s, X~ ¥,-)
= p(y+]x-)

= B, (x-)

@ De méme Vt € s*, B, (X5 ++) = Bes(X)

#CU3E - J’ %
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Arbres de Markov caché & bruit indépendant (AMC-BI)

Markoviannité de X a posteriori

@ D’apres (33), et ce qui précede, la loi de transition de X a
posteriori est donc donnée par :

[1icor Bes(x)
p(X5|X5\§++7y) = p(XS|Xs— )p(yS‘XS)IBEti(X_) = p(XS|Xs—7y)
| (36)
@ On en déduit que la variable X|Y = y est markovienne.

@ La connaissance de la loi initiale et des lois de transition a
posteriori (passe montante) permet la simulation de
réalisation X|y = y et I'estimation des hyper-parametres (EM,
SEM, ICE etc.);

@ Segmentation suite a la passe descendante.

#CU3E - J’ %
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@ Arbre de Markov Couple (AMCo)
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Arbre de Markov Couple (AMCo)

@ Ce modele consiste a poser directement la markoviannité en
échelle du processus Z:

Z 1 Ze|Z-
@ La loi de Z est donnée par (31) avec:

p(Zs|ZS\§++) = p(ZS‘ZSWZs*)

= p(zlz-)

#CU3E - J’ %
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@ Les hypothéses d'indépendance donnent:

/Bs,s_ (X5\5++) = P(y§++ |ZS\§++)
= p(yer+lzse, 2,-)
= py.++lz.-)
= B (x-)

@ De méme Vt € 57, B, (Xs\o++) = Brs(x)
@ Expression des lois de transition a posteriori:
Ht65+ ﬂt,s(xs)

p(Xs‘XS\;"*'a)/) :p(zs‘zsf) /B —(X—)

S

= p(XS|X57 ) )/) (37)

o X|Y =y (resp. Y|X = x) est markovien. Ainsi, des
approches analogues aux chaines couples sont possibles.

#CU3E - J’ %
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@ Arbre Couple partiellement de Markov (ACPM)
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Arbre Couple partiellement de Markov (ACPM)

@ Hypotheses d'indépendance conditionnelle:
Zs JL Xs* |Zsf7 Ys*
@ La loi de Z est donnée par (31) avec:

p(ZS|zS\§++) = p(zs‘XS*7.yS*7X5_7.ys_)
= p(Zs‘XS— ’ y5\§++)

#CU3E - J’ %
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@ Probabilité

“rétrograde”:

55,5* (XS\§++)

Arbres de Markov

P( ++|25\s++)
P(Yer+|zs+, 2,-)
P(ys++|X5*> 5% Z,~ )
P(Yert %=, Yoro0+)

Bs,s_ (Xs_ ’ y5\§++)

@ Expression des lois de transition a posteriori:

p(XS‘XS\g'H'Jy) = p(Zs‘X

s yS\§++)

Ht€5+ /Bt,s(xs7 yS\g'H') —
/Bs_,s_ (Xs_ ) yS\§++)

p(x|xs,y)

@ X|Y = y est markovien. Ainsi, des approches analogues aux
CCPM sont possibles.

@

~
ICU3E "
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Exemples

Lissage avec arbre triplet a sauts markoviens

@ On considére un processus triplet
T=(X,R,Y)=(Xs,Rs, Ys)scs, les X sont a valeurs dans
RY, les Y5 a valeurs dans R™ et les V.A. Rs a valeurs dans un
ensemble fini A>;

@ (X, R) est caché et Y est observé;
@ Le probleme du lissage consiste a calculer E [X;]Y];

@ On considére un arbre “mono-parental” dont les enfants sont
indépendants conditionnellement au parent;

@ Loi d'un arbre de markov triplet:

p(t) =p(t1) [ pltslts-)

seS\s1

#CU3E - J’ %
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@ Si l'on reprend le modeéle classique précédent:

R = (Rn)nen est un arbre de Markov;
Xs = Fs (Rs) Xs- + Gs (Rs) Wi
Ys — Hs (Rs) Xs + Js (Rs) Vs

@ Avec W; et Vi sont indépendantes et gaussiennes;

@ Les matrices Fs (Rs), Gs (Rs), Hs (Rs) et Js (Rs) dépendent de
Rs;

@ Le calcul de E [X;|Y] avec une complexité linéaire en |S| est
prohibitif;

#CU3E - J’ %
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@ Soit dans ces conditions (processus R caché) le modele
suivant:

(R, Y) est un arbre de Markov;
Xs = Fs(Rs, Ys) Xo- + Gs (Rs, Ys) Ws (38)

@ Dans ce cas, le processus T = (X, R, Y) est markovien et le
calcul du lissage n'est pas prohibitif;

@ On calcule récursivement E [X;|rs, Y] en fonction de
E[Xs-|rs—, Y]

E [X5|r5,y1N} =Fs (rsa}/s)z E[X57|r57,y1N]p(rsf|r5,y1N)
r—

@ Les marginales et lois de transition a posteriori peuvent étre
calculées par traitement de I'arbre couple de Markov;
@ Finalement, I'on déduit:

E[Xslyl =D E[Xs|rs, ¥] p(rsly) st —~— @

rs
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Conclusion

@ Lien entre les modeles triplet et la théorie de I'évidence
[Pieczynski, 2003, 2012];

@ Bruits non gaussiens corrélés [Lanchantin, 2011];

@ Chaines triplets et bruit a mémoire longue [Lanchantin, 2008],
[Abbassi, 2012];

@ Lissage exact avec modeles couples, modeéles triplets
[Desbouvries, 2006, 2013];

@ Modele de chaine semi-Markov (marginale d'une chaine
couple) non stationnaires [Lapuyade, 2010, 2011] ;

@ Modeles par champs de Markov [Benboudjema, 2007];

@ Modele général de chaine de Markov couple non stationnaire
[Ben Mabrouk, 2011] ou la chaine couple marginale de la
chaine triplet n'est pas forcément stationnaire;

@ Variantes avec variables mixtes X est discret et U est continu
[Ben Mabrouk, 2011]; iCU3E J’ %
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